Упорядоченная пара (X,Y) случайных величин X и Y называется двумерной случайной величиной, или случайным вектором двумерного пространства. Двумерная случайная величина (X,Y) называется также системой случайных величина X и Y.
Множество всех возможных значений дискретной случайной величины с их вероятностями называется законом распределения этой случайной величины.
Дискретная двумерная случайная величина (X,Y) считается заданной, если известен ее закон распределения:
P(X=xi, Y=yj) = pij, i=1,2...,n, j=1,2..,m
	X / Y
	0.15
	0.1
	0
	0.37
	0.18
	0.2

	5
	0.015
	0.01
	0
	0.037
	0.018
	0.02

	7
	0.0195
	0.013
	0
	0.0481
	0.0234
	0.026

	9
	0.0285
	0.019
	0
	0.0703
	0.0342
	0.038

	8
	0.033
	0.022
	0
	0.0814
	0.0396
	0.044

	9
	0.0285
	0.019
	0
	0.0703
	0.0342
	0.038

	10
	0.0255
	0.017
	0
	0.0629
	0.0306
	0.034


События (X=xi, Y=yj) образуют полную группу событий, поэтому сумма всех вероятностей pij(i=1,2...,n, j=1,2..,m), указанных в таблице, равна 1.
1. Зависимость случайных величин X и Y.
Находим ряды распределения X и Y.
Пользуясь формулой ∑P(xi,yj) = pi (j=1..n), находим ряд распределения X.
	X
	5
	7
	9
	8
	9
	10
	 

	P
	0.1
	0.13
	0.19
	0.22
	0.19
	0.17
	∑Pi = 1


Математическое ожидание M[X].
M[x] = 5∙0.1 + 7∙0.13 + 9∙0.19 + 8∙0.22 + 9∙0.19 + 10∙0.17  = 8.29
Дисперсия D[X].
D[X] = 52∙0.1 + 72∙0.13 + 92∙0.19 + 82∙0.22 + 92∙0.19 + 102∙0.17  - 8.292 = 2.01
Среднее квадратическое отклонение σ(x).

Пользуясь формулой ∑P(xi,yj) = qj (i=1..m), находим ряд распределения Y.
	Y
	0.15
	0.1
	0
	0.37
	0.18
	0.2
	 

	P
	0.15
	0.1
	0
	0.37
	0.18
	0.2
	∑Pi = 1


Математическое ожидание M[Y].
M[y] = 0.15∙0.15 + 0.1∙0.1 + 0∙0 + 0.37∙0.37 + 0.18∙0.18 + 0.2∙0.2  = 0.24
Дисперсия D[Y].
D[Y] = 0.152∙0.15 + 0.12∙0.1 + 02∙0 + 0.372∙0.37 + 0.182∙0.18 + 0.22∙0.2  - 0.242 = 0.0104
Среднее квадратическое отклонение σ(y).

Поскольку, P(X=5,Y=0.15) = 0.015=0.1•0.15, то случайные величины X и Y независимы.
2. Условный закон распределения X.
Условный закон распределения X(Y=0.15).
P(X=5/Y=0.15) = 0.015/0.15 = 0.1
P(X=7/Y=0.15) = 0.0195/0.15 = 0.13
P(X=9/Y=0.15) = 0.0285/0.15 = 0.19
P(X=8/Y=0.15) = 0.033/0.15 = 0.22
P(X=9/Y=0.15) = 0.0285/0.15 = 0.19
P(X=10/Y=0.15) = 0.0255/0.15 = 0.17
Условное математическое ожидание M[X/Y=0.15).
M[X/Y=y] = 5∙0.1 + 7∙0.13 + 9∙0.19 + 8∙0.22 + 9∙0.19 + 10∙0.17  = 8.29
Условная дисперсия D[X/Y=0.15).
D[X/Y=y] = 52∙0.1 + 72∙0.13 + 92∙0.19 + 82∙0.22 + 92∙0.19 + 102∙0.17  - 8.292 = 2.006
Условный закон распределения X(Y=0.1).
P(X=5/Y=0.1) = 0.01/0.1 = 0.1
P(X=7/Y=0.1) = 0.013/0.1 = 0.13
P(X=9/Y=0.1) = 0.019/0.1 = 0.19
P(X=8/Y=0.1) = 0.022/0.1 = 0.22
P(X=9/Y=0.1) = 0.019/0.1 = 0.19
P(X=10/Y=0.1) = 0.017/0.1 = 0.17
Условное математическое ожидание M[X/Y=0.1).
M[X/Y=y] = 5∙0.1 + 7∙0.13 + 9∙0.19 + 8∙0.22 + 9∙0.19 + 10∙0.17  = 8.29
Условная дисперсия D[X/Y=0.1).
D[X/Y=y] = 52∙0.1 + 72∙0.13 + 92∙0.19 + 82∙0.22 + 92∙0.19 + 102∙0.17  - 8.292 = 2.006
Условный закон распределения X(Y=0).
P(X=5/Y=0) = 0/0 = 0.17
P(X=7/Y=0) = 0/0 = 0.17
P(X=9/Y=0) = 0/0 = 0.17
P(X=8/Y=0) = 0/0 = 0.17
P(X=9/Y=0) = 0/0 = 0.17
P(X=10/Y=0) = 0/0 = 0.17
Условное математическое ожидание M[X/Y=0).
M[X/Y=y] = 5∙0.17 + 7∙0.17 + 9∙0.17 + 8∙0.17 + 9∙0.17 + 10∙0.17  = 8.16
Условная дисперсия D[X/Y=0).
D[X/Y=y] = 52∙0.17 + 72∙0.17 + 92∙0.17 + 82∙0.17 + 92∙0.17 + 102∙0.17  - 8.162 = 1.414
Условный закон распределения X(Y=0.37).
P(X=5/Y=0.37) = 0.037/0.37 = 0.1
P(X=7/Y=0.37) = 0.0481/0.37 = 0.13
P(X=9/Y=0.37) = 0.0703/0.37 = 0.19
P(X=8/Y=0.37) = 0.0814/0.37 = 0.22
P(X=9/Y=0.37) = 0.0703/0.37 = 0.19
P(X=10/Y=0.37) = 0.0629/0.37 = 0.17
Условное математическое ожидание M[X/Y=0.37).
M[X/Y=y] = 5∙0.1 + 7∙0.13 + 9∙0.19 + 8∙0.22 + 9∙0.19 + 10∙0.17  = 8.29
Условная дисперсия D[X/Y=0.37).
D[X/Y=y] = 52∙0.1 + 72∙0.13 + 92∙0.19 + 82∙0.22 + 92∙0.19 + 102∙0.17  - 8.292 = 2.006
Условный закон распределения X(Y=0.18).
P(X=5/Y=0.18) = 0.018/0.18 = 0.1
P(X=7/Y=0.18) = 0.0234/0.18 = 0.13
P(X=9/Y=0.18) = 0.0342/0.18 = 0.19
P(X=8/Y=0.18) = 0.0396/0.18 = 0.22
P(X=9/Y=0.18) = 0.0342/0.18 = 0.19
P(X=10/Y=0.18) = 0.0306/0.18 = 0.17
Условное математическое ожидание M[X/Y=0.18).
M[X/Y=y] = 5∙0.1 + 7∙0.13 + 9∙0.19 + 8∙0.22 + 9∙0.19 + 10∙0.17  = 8.29
Условная дисперсия D[X/Y=0.18).
D[X/Y=y] = 52∙0.1 + 72∙0.13 + 92∙0.19 + 82∙0.22 + 92∙0.19 + 102∙0.17  - 8.292 = 2.006
Условный закон распределения X(Y=0.2).
P(X=5/Y=0.2) = 0.02/0.2 = 0.1
P(X=7/Y=0.2) = 0.026/0.2 = 0.13
P(X=9/Y=0.2) = 0.038/0.2 = 0.19
P(X=8/Y=0.2) = 0.044/0.2 = 0.22
P(X=9/Y=0.2) = 0.038/0.2 = 0.19
P(X=10/Y=0.2) = 0.034/0.2 = 0.17
Условное математическое ожидание M[X/Y=0.2).
M[X/Y=y] = 5∙0.1 + 7∙0.13 + 9∙0.19 + 8∙0.22 + 9∙0.19 + 10∙0.17  = 8.29
Условная дисперсия D[X/Y=0.2).
D[X/Y=y] = 52∙0.1 + 72∙0.13 + 92∙0.19 + 82∙0.22 + 92∙0.19 + 102∙0.17  - 8.292 = 2.006
3. Условный закон распределения Y.
Условный закон распределения Y(X=5).
P(Y=0.15/X=5) = 0.015/0.1 = 0.15
P(Y=0.1/X=5) = 0.01/0.1 = 0.1
P(Y=0/X=5) = 0/0.1 = 0
P(Y=0.37/X=5) = 0.037/0.1 = 0.37
P(Y=0.18/X=5) = 0.018/0.1 = 0.18
P(Y=0.2/X=5) = 0.02/0.1 = 0.2
Условное математическое ожидание M[Y/X=5).
M[Y/X=x] = 0.15∙0.15 + 0.1∙0.1 + 0∙0 + 0.37∙0.37 + 0.18∙0.18 + 0.2∙0.2  = 0.24
Условная дисперсия D[Y/X=5).
D[Y/X=x] = 0.152∙0.15 + 0.12∙0.1 + 02∙0 + 0.372∙0.37 + 0.182∙0.18 + 0.22∙0.2  - 0.242 = 0.0104
Условный закон распределения Y(X=7).
P(Y=0.15/X=7) = 0.0195/0.13 = 0.15
P(Y=0.1/X=7) = 0.013/0.13 = 0.1
P(Y=0/X=7) = 0/0.13 = 0
P(Y=0.37/X=7) = 0.0481/0.13 = 0.37
P(Y=0.18/X=7) = 0.0234/0.13 = 0.18
P(Y=0.2/X=7) = 0.026/0.13 = 0.2
Условное математическое ожидание M[Y/X=7).
M[Y/X=x] = 0.15∙0.15 + 0.1∙0.1 + 0∙0 + 0.37∙0.37 + 0.18∙0.18 + 0.2∙0.2  = 0.24
Условная дисперсия D[Y/X=7).
D[Y/X=x] = 0.152∙0.15 + 0.12∙0.1 + 02∙0 + 0.372∙0.37 + 0.182∙0.18 + 0.22∙0.2  - 0.242 = 0.0104
Условный закон распределения Y(X=9).
P(Y=0.15/X=9) = 0.0285/0.19 = 0.15
P(Y=0.1/X=9) = 0.019/0.19 = 0.1
P(Y=0/X=9) = 0/0.19 = 0
P(Y=0.37/X=9) = 0.0703/0.19 = 0.37
P(Y=0.18/X=9) = 0.0342/0.19 = 0.18
P(Y=0.2/X=9) = 0.038/0.19 = 0.2
Условное математическое ожидание M[Y/X=9).
M[Y/X=x] = 0.15∙0.15 + 0.1∙0.1 + 0∙0 + 0.37∙0.37 + 0.18∙0.18 + 0.2∙0.2  = 0.24
Условная дисперсия D[Y/X=9).
D[Y/X=x] = 0.152∙0.15 + 0.12∙0.1 + 02∙0 + 0.372∙0.37 + 0.182∙0.18 + 0.22∙0.2  - 0.242 = 0.0104
Условный закон распределения Y(X=8).
P(Y=0.15/X=8) = 0.033/0.22 = 0.15
P(Y=0.1/X=8) = 0.022/0.22 = 0.1
P(Y=0/X=8) = 0/0.22 = 0
P(Y=0.37/X=8) = 0.0814/0.22 = 0.37
P(Y=0.18/X=8) = 0.0396/0.22 = 0.18
P(Y=0.2/X=8) = 0.044/0.22 = 0.2
Условное математическое ожидание M[Y/X=8).
M[Y/X=x] = 0.15∙0.15 + 0.1∙0.1 + 0∙0 + 0.37∙0.37 + 0.18∙0.18 + 0.2∙0.2  = 0.24
Условная дисперсия D[Y/X=8).
D[Y/X=x] = 0.152∙0.15 + 0.12∙0.1 + 02∙0 + 0.372∙0.37 + 0.182∙0.18 + 0.22∙0.2  - 0.242 = 0.0104
Условный закон распределения Y(X=9).
P(Y=0.15/X=9) = 0.0285/0.19 = 0.15
P(Y=0.1/X=9) = 0.019/0.19 = 0.1
P(Y=0/X=9) = 0/0.19 = 0
P(Y=0.37/X=9) = 0.0703/0.19 = 0.37
P(Y=0.18/X=9) = 0.0342/0.19 = 0.18
P(Y=0.2/X=9) = 0.038/0.19 = 0.2
Условное математическое ожидание M[Y/X=9).
M[Y/X=x] = 0.15∙0.15 + 0.1∙0.1 + 0∙0 + 0.37∙0.37 + 0.18∙0.18 + 0.2∙0.2  = 0.24
Условная дисперсия D[Y/X=9).
D[Y/X=x] = 0.152∙0.15 + 0.12∙0.1 + 02∙0 + 0.372∙0.37 + 0.182∙0.18 + 0.22∙0.2  - 0.242 = 0.0104
Условный закон распределения Y(X=10).
P(Y=0.15/X=10) = 0.0255/0.17 = 0.15
P(Y=0.1/X=10) = 0.017/0.17 = 0.1
P(Y=0/X=10) = 0/0.17 = 0
P(Y=0.37/X=10) = 0.0629/0.17 = 0.37
P(Y=0.18/X=10) = 0.0306/0.17 = 0.18
P(Y=0.2/X=10) = 0.034/0.17 = 0.2
Условное математическое ожидание M[Y/X=10).
M[Y/X=x] = 0.15∙0.15 + 0.1∙0.1 + 0∙0 + 0.37∙0.37 + 0.18∙0.18 + 0.2∙0.2  = 0.24
Условная дисперсия D[Y/X=10).
D[Y/X=x] = 0.152∙0.15 + 0.12∙0.1 + 02∙0 + 0.372∙0.37 + 0.182∙0.18 + 0.22∙0.2  - 0.242 = 0.0104
Ковариация.
cov(X,Y) = M[X∙Y] - M[X]∙M[Y]
cov(X,Y) = 0.15∙5∙0.015 + 0.1∙5∙0.01 + 0.37∙5∙0.037 + 0.18∙5∙0.018 + 0.2∙5∙0.02 + 0.15∙7∙0.0195 + 0.1∙7∙0.013 + 0.37∙7∙0.0481 + 0.18∙7∙0.0234 + 0.2∙7∙0.026 + 0.15∙9∙0.0285 + 0.1∙9∙0.019 + 0.37∙9∙0.0703 + 0.18∙9∙0.0342 + 0.2∙9∙0.038 + 0.15∙8∙0.033 + 0.1∙8∙0.022 + 0.37∙8∙0.0814 + 0.18∙8∙0.0396 + 0.2∙8∙0.044 + 0.15∙9∙0.0285 + 0.1∙9∙0.019 + 0.37∙9∙0.0703 + 0.18∙9∙0.0342 + 0.2∙9∙0.038 + 0.15∙10∙0.0255 + 0.1∙10∙0.017 + 0.37∙10∙0.0629 + 0.18∙10∙0.0306 + 0.2∙10∙0.034 - 8.29∙0.24 = 0
Если случайные величины независимы, то их ковариации равна нулю. В нашем случае cov(X,Y) = 0.
Коэффициент корреляции.


Уравнение линейной регрессии с y на x имеет вид:

Уравнение линейной регрессии с x на y имеет вид:

Найдем необходимые числовые характеристики.
Выборочные средние:

= 0.15(0.015 + 0.0195 + 0.0285 + 0.033 + 0.0285 + 0.0255) + 0.1(0.01 + 0.013 + 0.019 + 0.022 + 0.019 + 0.017) + 0() + 0.37(0.037 + 0.0481 + 0.0703 + 0.0814 + 0.0703 + 0.0629) + 0.18(0.018 + 0.0234 + 0.0342 + 0.0396 + 0.0342 + 0.0306) + 0.2(0.02 + 0.026 + 0.038 + 0.044 + 0.038 + 0.034) = 0.24

= 5(0.015 + 0.01 + 0.037 + 0.018 + 0.02) + 7(0.0195 + 0.013 + 0.0481 + 0.0234 + 0.026) + 9(0.0285 + 0.019 + 0.0703 + 0.0342 + 0.038) + 8(0.033 + 0.022 + 0.0814 + 0.0396 + 0.044) + 9(0.0285 + 0.019 + 0.0703 + 0.0342 + 0.038) + 10(0.0255 + 0.017 + 0.0629 + 0.0306 + 0.034) = 8.29
Дисперсии:
σ2x = 0.152(0.015 + 0.0195 + 0.0285 + 0.033 + 0.0285 + 0.0255) + 0.12(0.01 + 0.013 + 0.019 + 0.022 + 0.019 + 0.017) + 02() + 0.372(0.037 + 0.0481 + 0.0703 + 0.0814 + 0.0703 + 0.0629) + 0.182(0.018 + 0.0234 + 0.0342 + 0.0396 + 0.0342 + 0.0306) + 0.22(0.02 + 0.026 + 0.038 + 0.044 + 0.038 + 0.034) - 0.242 = 0.0104
σ2y = 52(0.015 + 0.01 + 0.037 + 0.018 + 0.02) + 72(0.0195 + 0.013 + 0.0481 + 0.0234 + 0.026) + 92(0.0285 + 0.019 + 0.0703 + 0.0342 + 0.038) + 82(0.033 + 0.022 + 0.0814 + 0.0396 + 0.044) + 92(0.0285 + 0.019 + 0.0703 + 0.0342 + 0.038) + 102(0.0255 + 0.017 + 0.0629 + 0.0306 + 0.034) - 8.292 = 2.01
Откуда получаем среднеквадратические отклонения:
σx = 0.102 и σy = 1.416
и ковариация:
Cov(x,y) = 0.15•5•0.015 + 0.1•5•0.01 + 0.37•5•0.037 + 0.18•5•0.018 + 0.2•5•0.02 + 0.15•7•0.0195 + 0.1•7•0.013 + 0.37•7•0.0481 + 0.18•7•0.0234 + 0.2•7•0.026 + 0.15•9•0.0285 + 0.1•9•0.019 + 0.37•9•0.0703 + 0.18•9•0.0342 + 0.2•9•0.038 + 0.15•8•0.033 + 0.1•8•0.022 + 0.37•8•0.0814 + 0.18•8•0.0396 + 0.2•8•0.044 + 0.15•9•0.0285 + 0.1•9•0.019 + 0.37•9•0.0703 + 0.18•9•0.0342 + 0.2•9•0.038 + 0.15•10•0.0255 + 0.1•10•0.017 + 0.37•10•0.0629 + 0.18•10•0.0306 + 0.2•10•0.034 - 0.24 • 8.29 = 0
Определим коэффициент корреляции:


Запишем уравнения линий регрессии y(x):

и вычисляя, получаем:
yx = 0 x + 8.29
Запишем уравнения линий регрессии x(y):

и вычисляя, получаем:
xy = 0 y + 0.24
Если построить точки, определяемые таблицей и линии регрессии, увидим, что обе линии проходят через точку с координатами (0.24; 8.29) и точки расположены близко к линиям регрессии.

Решение было получено и оформлено с помощью сервиса:
Система случайных величин
С этой задачей также решают:
Уравнение парной линейной регрессии
Математическое ожидание непрерывной случайной величины
Математическое ожидание дискретной случайной величины
Наивероятнейшее число событий
Проверка гипотезы о виде распределения
Теория вероятностей онлайн
