Методические указания

Контрольную работу следует выполнять после изучения разделов:

 -матричная алгебра;

-системы линейных уравнений.

Вычислить определитель матрицы
5) 
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Решение находим с помощью калькулятора.
Запишем матрицу в виде: 

EQ A = \b\bc\| (\a \al \co4 \hs4 (1;7;3;0;0;10;2;3;0;-14;-8;2;0;-8;-6;1))
Найдем определитель, использовав разложение по столбцам: 

Минор для (1,1): 

Вычеркиваем из матрицы 1-ю строку и 1-й столбец. 

	1
	7
	3
	0

	0
	10
	2
	3

	0
	-14
	-8
	2

	0
	-8
	-6
	1


Получаем: 

EQ ∆1,1 = \b\bc\| (\a \al \co3 \hs3 (10;2;3;-14;-8;2;-8;-6;1))
Найдем определитель для этого минора. 

Минор для (1,1): 

Вычеркиваем из матрицы 1-ю строку и 1-й столбец. 

	10
	2
	3

	-14
	-8
	2

	-8
	-6
	1


Получаем: 

EQ ∆1,1 = \b\bc\| (\a \al \co2 \hs2 (-8;2;-6;1))
Найдем определитель для этого минора. 

∆1,1 = ((-8) • 1-(-6) • 2) = 4 

Минор для (2,1): 

Вычеркиваем из матрицы 2-ю строку и 1-й столбец. 

	10
	2
	3

	-14
	-8
	2

	-8
	-6
	1


Получаем: 

EQ ∆2,1 = \b\bc\| (\a \al \co2 \hs2 (2;3;-6;1))
Найдем определитель для этого минора. 

∆2,1 = (2 • 1-(-6) • 3) = 20 

Минор для (3,1): 

Вычеркиваем из матрицы 3-ю строку и 1-й столбец. 

	10
	2
	3

	-14
	-8
	2

	-8
	-6
	1


Получаем: 

EQ ∆3,1 = \b\bc\| (\a \al \co2 \hs2 (2;3;-8;2))
Найдем определитель для этого минора. 

∆3,1 = (2 • 2-(-8) • 3) = 28 

Определитель минора: 

∆1,1 = (-1)1+110 • 4+(-1)2+1(-14) • 20+(-1)3+1(-8) • 28 = 10 • 4-(-14) • 20+(-8) • 28 = 96 

Минор для (2,1) будет равен 0.

Минор для (3,1) будет равен 0.

Минор для (4,1) будет равен 0.

Определитель: 

∆ = (-1)1+11 • 96+0+0+0 = 1 • 96 = 96 

17) Даны А, В, С. Найти D= АВт+С.
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[image: image2.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

2

9

3

4

1

2

, В=
[image: image3.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

4

7

1

4

1

3

, С=
[image: image4.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

1

4

3

4

0

1

2

2

1

.

Решение получаем с помощью сервиса Матричный калькулятор.
Транспонируем матрицу B. 

EQ \b(\a \al \co3 \hs2 (-3;4;-7;1;-1;-4))
Умножим матрицы: E = A x BT 

Вычисляем элемент новой матрицы (1,1): работаем с 1-ой строкой и с 1-м столбцом. 

EQ \b(\a \al \co2 \hs3 (2;1;4;-3;9;-2))
EQ \b(\a \al \co3 \hs2 (-3;4;-7;1;-1;-4))
Получаем: 2*(-3)+1*1 

Вычисляем элемент новой матрицы (1,2): работаем с 1-ой строкой и с 2-м столбцом. 

EQ \b(\a \al \co2 \hs3 (2;1;4;-3;9;-2))
EQ \b(\a \al \co3 \hs2 (-3;4;-7;1;-1;-4))
Получаем: 2*4+1*(-1) 

Вычисляем элемент новой матрицы (2,1): работаем с 2-ой строкой и с 1-м столбцом. 

EQ \b(\a \al \co2 \hs3 (2;1;4;-3;9;-2))
EQ \b(\a \al \co3 \hs2 (-3;4;-7;1;-1;-4))
Получаем: 4*(-3)+(-3)*1 

Вычисляем элемент новой матрицы (2,2): работаем с 2-ой строкой и с 2-м столбцом. 

EQ \b(\a \al \co2 \hs3 (2;1;4;-3;9;-2))
EQ \b(\a \al \co3 \hs2 (-3;4;-7;1;-1;-4))
Получаем: 4*4+(-3)*(-1) 

В итоге получаем матрицу AxB 

EQ \b(\a \al \co3 \hs3 (2*(-3)+1*1;2*4+1*(-1);2*(-7)+1*(-4);4*(-3)+(-3)*1;4*4+(-3)*(-1);4*(-7)+(-3)*(-4);9*(-3)+(-2)*1;9*4+(-2)*(-1);9*(-7)+(-2)*(-4)))
EQ \b(\a \al \co2 \hs3 (2;1;4;-3;9;-2)) x \b(\a \al \co3 \hs2 (-3;4;-7;1;-1;-4)) = \b(\a \al \co3 \hs3 (-5;7;-18;-15;19;-16;-29;38;-55))
Сложение матриц: A*B^T+C

EQ \b(\a \al \co3 \hs3 (-5;7;-18;-15;19;-16;-29;38;-55)) + \b(\a \al \co3 \hs3 (1;2;-2;-1;0;4;3;-4;1)) = \b(\a \al \co3 \hs3 (-4;9;-20;-16;19;-12;-26;34;-54))
Ответ: ABT+C =  

EQ \b(\a \al \co3 \hs3 (-4;9;-20;-16;19;-12;-26;34;-54))
Составить обратную матрицу

29) А=
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Решение находим, используя калькулятор.
Главный определитель 

∆=1•(-1•4-3•(-1))-2•(2•4-3•3)+1•(2•(-1)-(-1•3))=2 

Определитель отличен от нуля, следовательно матрица является невырожденной и для нее можно найти обратную матрицу A-1. 

Транспонированная матрица. 

EQ AT=\b(\a \al \co3 \hs3 (1;2;1;2;-1;3;3;-1;4))
Обратная матрица будет иметь следующий вид: 

EQ A-1=\f(1;2)\b(\a \al \co3 \hs3 (A11;A12;A13;A21;A22;A23;A31;A32;A33))
где Aij - алгебраические дополнения. 

Найдем алгебраические дополнения. 

EQ A1,1=(-1)1+1\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (-1;3;-1;4))
∆1,1=(-1•4-(-1•3))=-1 

EQ A1,2=(-1)1+2\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (2;3;3;4))
∆1,2=-(2•4-3•3)=1 

EQ A1,3=(-1)1+3\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (2;-1;3;-1))
∆1,3=(2•(-1)-3•(-1))=1 

EQ A2,1=(-1)2+1\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (2;1;-1;4))
∆2,1=-(2•4-(-1•1))=-9 

EQ A2,2=(-1)2+2\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (1;1;3;4))
∆2,2=(1•4-3•1)=1 

EQ A2,3=(-1)2+3\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (1;2;3;-1))
∆2,3=-(1•(-1)-3•2)=7 

EQ A3,1=(-1)3+1\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (2;1;-1;3))
∆3,1=(2•3-(-1•1))=7 

EQ A3,2=(-1)3+2\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (1;1;2;3))
∆3,2=-(1•3-2•1)=-1 

EQ A3,3=(-1)3+3\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (1;2;2;-1))
∆3,3=(1•(-1)-2•2)=-5 

Обратная матрица. 

EQ A-1=\f(1;2)\b(\a \al \co3 \hs3 (-1;1;1;-9;1;7;7;-1;-5))
EQ A-1=\b(\a \al \co3 \hs3 (-0,5;0,5;0,5;-4,5;0,5;3,5;3,5;-0,5;-2,5))
Проверим правильность нахождения обратной матрицы путем умножения исходной матрицы на обратную. Должны получить единичную матрицу E. 

EQ E=A*A-1=\b(\a \al \co3 \hs3 (1;2;3;2;-1;-1;1;3;4))\f(1;2)\b(\a \al \co3 \hs3 (-1;1;1;-9;1;7;7;-1;-5))
E=A*A-1= 

	(1•(-1))+(2•(-9))+(3•7)
	(1•1)+(2•1)+(3•(-1))
	(1•1)+(2•7)+(3•(-5))

	(2•(-1))+(-1•(-9))+(-1•7)
	(2•1)+(-1•1)+(-1•(-1))
	(2•1)+(-1•7)+(-1•(-5))

	(1•(-1))+(3•(-9))+(4•7)
	(1•1)+(3•1)+(4•(-1))
	(1•1)+(3•7)+(4•(-5))


EQ =\f(1;2)\b(\a \al \co3 \hs3 (2;0;0;0;2;0;0;0;2))
EQ A*A-1=\b(\a \al \co3 \hs3 (1;0;0;0;1;0;0;0;1))
Найти решения системы уравнений с помощью формул Крамера

35)       x+y+z=2

x-y+z=4

x+y-z=6

Решение.
Запишем систему в виде: 

EQ A = \b(\a \al \co3 \hs3 (1;1;1;1;-1;1;1;1;-1))
BT = (2,4,6) 

Определитель: 

∆ = 1 • ((-1) • (-1)-1 • 1)-1 • (1 • (-1)-1 • 1)+1 • (1 • 1-(-1) • 1) = 4 

Заменим 1-ый столбец матрицы А на вектор результата В. 

	2
	1
	1

	4
	-1
	1

	6
	1
	-1


Найдем определитель полученной матрицы. 

∆1 = (-1)1 + 1a11∆11 + (-1)2 + 1a21∆21 + (-1)3 + 1a31∆31 = 2 • ((-1) • (-1)-1 • 1)-4 • (1 • (-1)-1 • 1)+6 • (1 • 1-(-1) • 1) = 20 

EQ x1 = \f(∆1;∆) = \f(20;4) = 5
Заменим 2-ый столбец матрицы А на вектор результата В. 

	1
	2
	1

	1
	4
	1

	1
	6
	-1


Найдем определитель полученной матрицы. 

∆2 = (-1)1 + 1a11∆11 + (-1)2 + 1a21∆21 + (-1)3 + 1a31∆31 = 1 • (4 • (-1)-6 • 1)-1 • (2 • (-1)-6 • 1)+1 • (2 • 1-4 • 1) = -4 

EQ x2 = \f(∆2;∆) = \f(-4;4) = -1
Заменим 3-ый столбец матрицы А на вектор результата В. 

	1
	1
	2

	1
	-1
	4

	1
	1
	6


Найдем определитель полученной матрицы. 

∆3 = (-1)1 + 1a11∆11 + (-1)2 + 1a21∆21 + (-1)3 + 1a31∆31 = 1 • ((-1) • 6-1 • 4)-1 • (1 • 6-1 • 2)+1 • (1 • 4-(-1) • 2) = -8 

EQ x3 = \f(∆3;∆) = \f(-8;4) = -2
Выпишем отдельно найденные переменные Х 

EQ x1 = \f(∆1;∆) = \f(20;4) = 5
EQ x2 = \f(∆2;∆) = \f(-4;4) = -1
EQ x3 = \f(∆3;∆) = \f(-8;4) = -2
Проверка. 

1•5+1•(-1)+1•(-2) = 2 

1•5-1•(-1)+1•(-2) = 4 

1•5+1•(-1)-1•(-2) = 6
Найти решения системы уравнений матричным способом

46)         2x+y-z=5

x-2y+3z=-3

                7x+y-z=10

Решение.
Обозначим через А — матрицу коэффициентов при неизвестных; X — матрицу-столбец неизвестных; B - матрицу-столбец свободных членов: 

EQ \b(\a \al \co3 \hs3 (2;1;-1;1;-2;3;7;1;-1))
Вектор B: 

BT=(5,-3,10) 

С учетом этих обозначений данная система уравнений принимает следующую матричную форму: А*Х = B. 

Если матрица А — невырожденная (ее определитель отличен от нуля, то она имеет обратную матрицу А-1. Умножив обе части уравнения на А-1, получим: А-1*А*Х = А-1*B, А-1*А=Е. 

Это равенство называется матричной записью решения системы линейных уравнений. Для нахождения решения системы уравнений необходимо вычислить обратную матрицу А-1. 

Система будет иметь решение, если определитель матрицы A отличен от нуля. 

Найдем главный определитель. 

∆=2•(-2•(-1)-1•3)-1•(1•(-1)-1•(-1))+7•(1•3-(-2•(-1)))=5 

Итак, определитель 5 ≠ 0, поэтому продолжаем решение. Для этого найдем обратную матрицу через алгебраические дополнения. 

Пусть имеем невырожденную матрицу А: 

EQ A=\b(\a \al \co3 \hs3 (a11;a12;a13;a21;a22;a23;a31;a32;a33))
Тогда: 

EQ A-1 = \f(1;∆)\b(\a \al \co3 \hs3 (A11;A21;A31;A12;A22;A32;A13;A23;A33))
где Aij — алгебраическое дополнение элемента aij в определителе матрицы А, которое является произведением (—1)i+j на минор (определитель) n-1 порядка, полученный вычеркиванием i-й строки и j-го столбца в определителе матрицы А. 

Транспонированная матрица к матрице A имеет вид: 

EQ AT=\b(\a \al \co3 \hs3 (2;1;7;1;-2;1;-1;3;-1))
Вычисляем алгебраические дополнения. 

EQ A1,1=(-1)1+1\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (-2;1;3;-1))
∆1,1=(-2•(-1)-3•1)=-1 

EQ A1,2=(-1)1+2\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (1;1;-1;-1))
∆1,2=-(1•(-1)-(-1•1))=0 

EQ A1,3=(-1)1+3\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (1;-2;-1;3))
∆1,3=(1•3-(-1•(-2)))=1 

EQ A2,1=(-1)2+1\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (1;7;3;-1))
∆2,1=-(1•(-1)-3•7)=22 

EQ A2,2=(-1)2+2\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (2;7;-1;-1))
∆2,2=(2•(-1)-(-1•7))=5 

EQ A2,3=(-1)2+3\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (2;1;-1;3))
∆2,3=-(2•3-(-1•1))=-7 

EQ A3,1=(-1)3+1\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (1;7;-2;1))
∆3,1=(1•1-(-2•7))=15 

EQ A3,2=(-1)3+2\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (2;7;1;1))
∆3,2=-(2•1-1•7)=5 

EQ A3,3=(-1)3+3\b\bc\|(\a \al \co2 \hs2 (2;1;1;-2))
∆3,3=(2•(-2)-1•1)=-5 

Из полученных алгебраических дополнений составим присоединенную матрицу: 

EQ \b(\a \al \co3 \hs3 (-1;0;1;22;5;-7;15;5;-5))
Вычислим обратную матрицу: 

EQ A-1=\f(1;5)\b(\a \al \co3 \hs3 (-1;0;1;22;5;-7;15;5;-5))
Вектор результатов X 

X=A-1 • B 

EQ X=\f(1;5)\b(\a \al \co3 \hs3 (-1;0;1;22;5;-7;15;5;-5))·\b(\a \al \co1 \hs3 (5;-3;10))
EQ X=\f(1;5) \b(\a \al \co1 \hs3 ((-1•5)+(0•(-3))+(1•10);(22•5)+(5•(-3))+(-7•10);(15•5)+(5•(-3))+(-5•10)))
EQ X=\f(1;5) \b(\a \al \co1 \hs3 (5;25;10))
XT=(1,5,2) 

x1=5 / 5=1 

x2=25 / 5=5 

x3=10 / 5=2 

Проверка. 

2•1+1•5+(-1)•2=5 

1•1+(-2)•5+3•2=-3 

7•1+1•5+(-1)•2=10 
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